Tema 4

Transformada de Laplace.

Lo que se presenta en estos folios es un esquema resumen del tema de Transformada de Laplace.
Como aplicacidén mdés importante se presenta el cdlculo de integrales impropias utilizando trans-
formadas. En los temas posteriores se verd la aplicacidn de las transformada de Laplace para la
resolucidn de determinadas ecuaciones diferenciales.

4.1 Definicion de Transformada

Se define transformada de Laplace de una funcion: F': R —— IR, como la funcién f{s) determi-
nada por

LIPM) = fs)= [ e F(t)dt (4.1)

Iy
srermpre que dicha integral exista.

Para que la integral 4.1 converja absoluta y uniformemente para s > «v {y por lo tanto, exista
transformada de Laplace para s > ], es necesario exigir ciertas condiciones a la funcién F{¢}.
Dhichas condiciones establecen un teorema de existencia de transformada de Laplace, en el que se
comprueba que basta con suponer que F verifica las siguientes propiedades:

1. F{t) = 0 para todo £ < (.

2. F es de orden exponencial v, es decir, existen constantes M, N > 0 tales que:

|P(t)] < Me™  ¥Yi> N,

3. La funcién F es continua a trozos en cualquier subintervalo [0, T7.

Es importante observar que el teorema propone una condicién suficiente para la existencia de
LIF(#}], pero no una condicidn necesaria. Asi, por ejemplo, aungue la funcién £7H" o es continua

a trozos en [0,T] (debido a que Ifmé £ = o0), posee transformada de Laplace,
[aain '

1 Asnnque parezes que esta restriccion es muy fuerte, hay que tener en euenta que, generalimente, § va a representar
o variable Bemupe en las aplicaciones fisicaz y. por lo tanto, no es de mncha uiilidad considerar tiemipos negativos



4.2 Transformadas de las funciones elementales

En Ia siguiente tabla aparecen las transtormadas de Laplace de las funciones elementales:

Funcidn Transformada Funcion Transformada

F(t) f(s) = L[F(¢)] F(t) f(s) = LIF(t)]

7! 'z +1)

s>0 cos(at) f(s) = p a2 8>10

sen{at) | f(s) =

32—!—&*

5

senh(at) | f(s) = s > |a cosh{at) fs) = s > |a]

Tabla 1: Transformadas de Laplace de funciones elementales.

4.3 Propiedades de las Transformadas de Laplace

R RN B 0=t e Flt-1o) ot Frsle

" - f(g) = gl s>0 t z> -1 f(s) = g+l $>0 éi% i ﬁ!}

Una vez vistas las transformadas de las funciones elementales de la tabla 1, se enuncian en esta

seccién las principales propiedades de las transformadas de Laplace, que permitirdn aumentar con-
siderablemente el nimero de funciones a las que poder calcular su transformada. Estas propiedades

506!

Sean f(s) = LIF(®)], fils) = LIF()] y fols) = LIFa(2)]

1.

2.

. Transformada de la integral: [ [ F(u) du]

L es un operador lineal, es decir, Lle Fi(t) + o B(t)] = a1 fi(s) + 2 f2(3)

Traslacién: si G(t) = { F (t(; a) i Z 2

{25?* T ? {ET{i {'?’ f‘ p:} .,I f‘j
Cambio de escala: £ [F(at)] = ~f (a) a0

entonces: LIG(H)] = e f(s)

Transformada de la derivada: LIF'(t)] = sf(s) — F(0)
y, generalizando para derivada de orden n:

C[F(1)] = 8 f(s) = s" I (0) = s"2F'(0) — -+~ — sF"~2(0) — F*~1(0)
(s)

dﬂ

. Multiplicacién por potencias de t: LiF()] = (-1)" Ton f{s)

A5
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g 4 & 4 . o \E}ME g + _F t e .
7. Divisidn por £ s % i ) existe, entonces: L [mgw)w] = f Flu)du
£—3 #

8. Multiplicacién por exponenciales: si o € R, enfonces: £ {&”‘*F(ﬁ}} = f{s— )

i .
9, Convolucidon: si F, + F mj;; F{u)Fo{t —w)du entonces: L[Fy x Pyl = fi{s)- fals)

4.4 Teoremas sobre Transformadas

Enunciamos en esta seccidén el comportamiento de la transformada en el infinito, asi como los
teoremas de conexidn de los valores «iniciales» v <finaless:

81 fs) = L]F(t)] se tiene que:

1. Comportamiento en el infinito:

lim f(s) =10
2 Teorema del valor intcial:
A i | " . y L | — ¥
Si ﬁ}f@ Fit) existe, entonces; ﬁ% F(t) = lim sf{s)

3. Teorema del valor final:
Si lim F(t) existe, entonces:  Hm F{#) = lim 3/{s}

4.5 Transformada Inversa

En la prictica es de vital importancia el poder recuperar F(f} a partir de su transformada de
Laplace f{s) = L[F(t)]. Para ello, se define la transformada tnversa de Laplace L7 [f{s}] como
la funcién F{t) tal que L{F(t)] = f{s). Sin embargo, con esta definicién, habra que tener especial
cuidade con la unicidad de la transformada inversa. Por ejemplo, dadas la funciones:

-2
e . £ t -‘]'é i
Fit) =e y {?(i}m{ 6 fe1
» 1 Y4 1 . e} 1
se tiene que L[F{t)] = LIG{t)] = T por lo que la transformada inversa £ [H;wﬁ} no es
' $ | 5

Hnica.

Por esta razdén, se enuncia el Teorema de Lerch que asegura la unicidad de la transtormada
inversa salvo en puntos de discontinuidades:

Teorema de Lerch
Si F{i} es continua a trozos en cada intervalo [0, N} y es de orden exponencial v parat > N,
entonces lo transformada inversa de Laplace de f{s) = LIF(t)] es tnica salvo quizds en puntos
de discontinuidades.

4.6 Transformadas inversas elementales

Como resultado directo de la definicidn de transformada inversa de Laplace v las transformadas
de Laplace vistas en la tabla 1, se obtienen las correspondientes transformadas inversas.



Funcién Transformada Inversa Funcidn Transformada Inversa
f(s) F(t)y = L7 [f{s)] f{s) Pty = L7 [f(s})]
)=+ F(t)=1 o)=L P(t) = e
s)= - = | = (1) = e
| 1 i . i £
o e - F i P - i s , e
fis) gl (#) ! f(s) get ) Uiz + 1) 2>t
H _ sen(af) 8 o |
f(g} - ;ﬁm:;;} F{i) - E f(ﬁ) - &2 + 02 F(ﬂ - ﬁﬁs{ﬁi}
! . senhiat) 5 .
fi8)= 5—— F(t) = — fls)= 5 F(t) = cosh(at)

Tabla 2: Transformadas Inversas de Laplace.

4.7 Propiedades de las Transformadas Inversas de Laplace

Como resultado inmediato de la definicién de transformada inversa v de las propiedades de las
transformadas de Laplace, se tienen las siguientes propiedadas para las transformadas inversas:

Sean F(t) = L7 [f(s)], Fi(t) = L7 [fuls)] ¥ Fa(t) = L7 [fu(s)]

1. £~ es un operador lineal, es decir, L7 [cifi{s)+eafa{s)] = 1 F1{1) + e Falt)

9 Traslacién: £ {:e“ﬁ‘*f{'s}} e {;{f} siendeo {‘;(g} — { Fit ~ a) t>a

0 t < a
. -3 1.7/t
3. Cambio de escala: L7 [f{as)] = ;F (%)
* . b o “}- f{S) — i k
4. Transformada de la integral: [ 1= Filu)du

LI~ cvrerey

5. Multiplicacién por potencias de 1 L™ {

T Fit
6. Division por t: £ | [7 f(u)dul = Fit)

T « £ 5

7. Multiplicacién por exponenciales: Si o € R, entonces: L7 [f (s — a)] = e F(t)

o

t - .
Convolucion: 51 Fi«k; mji; Fiu)Fy(t—u)du entonces: L7 [fi(s) fa(s)] = Fix Fy



Ademas de la utilizacion de dichas propiedades, se puede aplicar un métode bastante Gtil ;}’(aﬁa
Pls

, . . Qs)’
debido al teorema del comportamiento en el infinito, la transformada inversa existira siempre que el
grade del polinomio del numerador P(3) es menor que el grado de Q(s), y la forma de calcular dicha
transformada inversa consistird en descomponer en fracciones simnples f(s), para posteriormente,
utilizando la linealidad de £7!, obtener £ [f(s)] como suma de las transformadas inversas de
cada fraccién simple (a las que posiblemente se aplicaran algunas de las propiedades para su
célculo). |

el caso particular de calcular la transformada inversa de una fraccioén racional. Asi, si f(s) =

4.8 Calculo de integrales impropias

Teniendo en cuenta las propiedades de las integrales dependientes de un parametro, si F(¢) es una
funcién continua {o posee un niimero numerable de discontinuidades) y f(s) = L[F(t)], se tendrd

que: N :
/ﬁ F(t) dt = lim f(s)

ya que li'_% e *'F(t) = F(t). Asi, se podrén calcular, de forma ficil, integrales como

o gsent
/ SENt i
0 A

integral que sin utilizar transformadas seria bastante complicada de resolver.
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